Chapitre 2

Les suites numériques
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1 Généralités sur les suites

1.1 Définitions

Définition 1.1. Une suite dans R est une application
u:N—R

qui associe a tout entier n > ng un réel u(n) que l'on notera uy, plutot que u(n). Une telle suite sera

notée (Un)n>ng, Un est appelé le terme général de la suite et uy, le premier terme.

Exemple - Une suite peut étre définie :

1. Sous forme explicite. Par exemple, la suite de terme général

9n — 20
2 b

Uy = pour tout n > 1.

n
c’est une suite dont les premiers termes sont

7

1
up = —11;uy = —§;U3 = §;u4 =Lus=1;....

2. Sous forme récurrentes. Par exemple, la suite définie par

UO::2
2
Un+1 = 1f£ﬂ7 n 2 1.

oo

Ainsi, us = % et uy = 2.

1.2 Suites monotones
Définition 1.2. 1. Une suite (un)n>n, est dite croissante (resp. décroissante) si pour tout n > no,
Up < Upy1 (TESP. M > N, Up > Uptd).

2. Une suite (Up)n>n, est dite strictement croissante (resp. strictement décroissante) si pour tout

n > ng, Up < Upt+1 (T€SP. N> Ng, Up > Upt1).
3. Une suite est dite monotone si elle est soit croissante, soit décroissante,

4. S’il existe p € N tel que Yn > p,up = up, (uy) est dite stationnaire & partir du rang p.

Remarque 1.1. Le sens de variation d’une suite (up)n>0 peut étre étudier de deuz fagon :

1. La suite (up)n>0 est croissante (respectivement. décroissante) si et seulement si Upt1 — Up > 0

(respectivement up 41 — up < 0)

2. Si la suite (Up)n>n, est strictement positive c’est-a-dire Vn, u, > 0 alors
Un+1
>1.

— La suite (up)n>0 est croissante si et seulement si
> w

. , . . . Un+1
— La suite (up)n>0 est décroissante si et seulement si <1.
> w
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Exemple -

1
1. La suite (u,),>1 définie par u,, = — est une suite strictement décroissante. En effet, pour
= n

tout n € N*, on a
1 1 -1 <0
Upy1 — Up = -——= .
+ n+1l n nn+1)

n’est ni croissante ni décroissante. En effet, u; < us

(="

2. La suite (u,)n>1 définie par u, =

et us > us.

1.3 Suites bornées

Définition 1.3. 1. Une suite (up)n>n, est dite magjorée (resp. minorée) s’il existe un réel M € R

tel que, pour tout n > ng, un < M (resp. uy, > m).

2. Une suite est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée. Autrement dit s’il existe m, M €

RY tel que, pour tout n > ng, m < u, < M.

En pratique il est plus facile d’utiliser la caractérisation ci-dessous pour montrer qu’une suite est

bornée.

Remarque 1.2. Une suite (un)n>n, €st bornée si et seulement s’il existe un réel positif A tel que l'on
ait
vn; o fun| <A
Exemple -
n
1. La suite (u,),>; définie par u, = ] est bornée. En effet, pour tout n € N, on a |u,| < 1.
- n

2. La suite (u,),>0 avec u, = 2" est croissante mais n’est pas majorée.

(=n"

3. La suite (uy)n>1 définie par u, = est bornée mais n’est pas monotone.

2 Nature d’une suite

2.1 Suites convergentes et suites divergentes

Définition 2.1. (Suite convergente) On dit que la suite de nombres réelles (up)n>n, converge vers
une limite £ € R si pour tout voisinage V' de £, u,, appartienne & V' a partir d’un certain rang . Cela
est équivalent a dire

Ve >0 IN: <ngy tel que: Yn > N |u, —{| < e. (2.1)

On note alors

lim u, = /.

n—>-—+00
L’équivalence suivante est évidente :
lim w,=/¢( < lim |u, — ¢ =0. (2.2)
n—>—+00 n—--+00
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9n — 20

Exemple - La suite définie par u, = ——— converge vers 0. En effet soit ¢ > 0. Alors
n

|up, — 0] =

9n—20‘ 9
72<*<E
n n

9
dés que n > —. Il suffit donc de prendre
€

[

9 9 9 9
ona N > — et ainsi — < e. Donc, pour tout n > N, — < — < ¢e. Donc
€ N n N

. In — 20
lim =

n—>-+oo TL2

0.

Proposition 2.1. On peut utiliser une inégalité large dans la définition de convergence. Une suite

(un)n converge vers une limite ¢ € R si et seulement si
Ve >0 3IN: > ng tel que: Yn > N. |u, — | <e

Démonstration. = est évidente puisqu’une inégalité stricte est & fortiori large.

. 3 . . .
< soit € > 0. Posons ¢’ = — > 0. Il existe un rang N € N & partir duquel |u, — ¢| < ¢’ et & partir de
ce rang, on a |u, — ¢ <& <e. O

Si le réel £ n’existe pas, la suite est dite divergente. Avec les quantificateurs on écrit,
VleR, 3¢ >0, VN eN* In>N, et |u, -] >¢

Une suite peut diverger tout en tendant vers £oo.

Définition 2.2. (Suite divergente)

1. On dira que la suite (un)p>n, diverge vers +00 et on notera li]qlF Up = +00 St
- n——+0o0o

VA € R, IN > ng tel que Vn > N,u, > A.

2. On dira que la suite (up)nen diverge vers —oo et on notera lin_rll_ Uy = —00 St
n—-—+oo

VB € R, AN > ng tel que Vn > N,u, < B.

Remarque 2.1. 1. On obtient une définition équivalente en remplagcant "VA € R” par "VA € R*”.

2. On obtient une définition équivalente en remplacant "VB € R” par VB € R™7”,

Exemple -

1. La suite (up)neny définie par u, = n diverge vers +oo. En effet, pour tout A € R, prenons
N =[A]+ 1. On a, N > A et donc pour tout n > N, u, > A.
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2. La suite (u,) définie par u,, = (—1)" est divergente. En effet, supposons qu’elle est conver-
gente, alors :
HeR, Ve >03IN, e N“tel que: Vn > N, |(-1)" —{| <e.

1
Avec ¢ = 3 cela donne :

1 1
3¢ e R, IN. € N* tel que: Vn > N, €—§<(—1)"<€+§.

1 1
Pour un entier pair tel que n > N, ona€—§<1<€+§.

1
Doncﬁe} 3[

272
1
Pour un entier impair tel que n > N,ona {— - < -1 <{+ 5
3 1
D le|—,—=|.
onc } 5 2[

Ce qui est absurde.

2.2 Propriétés de convergence des suites

Théoréme 2.1. (Unicité de la limite)

Si (Un)n>n, converge vers une limite alors cette limite est unique.

Démonstration. Raisonnons par absurde et supposons que (uy)n>n, converge vers deux limite ¢; et

Ly avec b1 # ls.

141 — &
4

Prenons € = . Puisque la suite converge vers ¢1 et {5, il existe N1 > ng et No > ng tel que

Vn > Ny, |lu, — 41| <e, et Vn> N, |u, —la] <e. (%)

Choisissons un entier n tel que n > N = max(Ny, Na). Il vient, d’apres 'inégalité triangulaire et (),

01 — Lo

0<\€1—€2|:|€1—un—|—un—€2| < |€1—un|+\un—€2| < 2= 9

On abouti donc a une contradiction ce qui achéve la preuve de la proposition. |
Proposition 2.2. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (un)n>n, une suite convergente vers £ € R. Prenons ¢ = 1. Il existe donc un

entier N > ng tel que

vn > N, |u, — ] < 1. (*)
Notons M; = max{|un,l, ..., |un-1]}, M2 = |l| +1 et M = max(My, Ma). Pour tout n > ng, on a
deux cas :
e Sing<n<N-—1,0na
|un| S Ml S M7
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e sin > N, on adaprés () et 'inégalité triangulaire,
[un| = up — 0+ 0] < |up — €|+ €] <1+ 1€ < M.

Nous avons donc montré que
Vn > ng, |u,| < M

ce qui montre que la suite est bornée.

1
Exemple - La suite u,, = est convergente vers 0 donc elle est bornée et ’on a bien 0 < u,, < 1.
n

+1

Mais, la réciproque est fausse. Pour le voir, considérons la suite (u,),>0 définie par u, = (—1)" est

bornée (|u,| < 1) mais n’est pas convergente.

2.3 Opérations algébriques sur les suites convergentes

Proposition 2.3. Soient (un)n>ne €t (Vn)n>n, deuz suites réelles telles que

lim wu, =41 et lim v, = 5.
n—>-+oo n—>-+oo

Alors, on a :

1. La suite somme (up + vy )y est convergente, de plus on a lim  (u, 4+ vy,) = 1 + Ca.
n—-+4oo

2. La suite produit (un,vy)n est convergente, de plus on a gni (upvy) = €1la. En particulier pour
n oo

tout a € R, nirrioo(aun) = al;.

1 1
3. Si pour tout n > ng, v, 0 et lo #£0, alors lim — = —.
n—>+00 Up, EQ

4. Si pour tout n > ng, u, < v, (respectivement u, < vy,), alors {1 < ls.

Démonstration.

1. Soit € > 0. Il existe donc N1 > ng et No > ng tels que

g

€
Vn > Ny, |u, — 4] <§ et Vn > Na, |v, — | < 5

Posons N = max(Ni, N2). Il vient, d’aprés I'inégalité triangulaire et (P1),
£
Vn > N, |up +vn = (b1 4+ £2)] = |up — €1 + vy — Lo| < Juy — | + v — o] < 7t
2. Commencgons par remarquer que, pour tout n > ng, on a

UpUp — £1£2 = (un - El)vn + (Un - 62)61,

(P1)

9
— =¢&.

(P2)

et que la suite (v, )n>n,, €tant convergente, elle est bornée en vertu de la Proposition 2.2. Il existe

donc un réel M > 0 tel que
Vn > ng, |v,| < M.
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Maintenant, il existe deux entiers N1 > ng et No > ng tels que

€ €
37 et Vn > N, ]vn—€2|<2

Vn > Ny, |u, — 0] < S —
n> N fun =6 G

Prenons N = maxz (N1, Na). Il vient d’apres U'inégalité triangulaire, (P2), (P3) et (P4),

e
‘unvn _€1€2’ < |Un _eluvn‘ + ‘Un _£2H£1’ < M+

<«
oM 261+ 1) T

|

3. Puisque f9 # 0, il existe un entier N1 > ng tel que pour tout n > Ny, on a |v, — fa] < 22’ Ceci
entraine que

¢
Vi > Ni, |on| > ’;' (P5)

D’un autre c6té, on a, pour tout n > ng

o1
Un EQ

vy, — Lo
== P
WA (P6)

Soit € > 0, il existe Ny > ng tel que

Vn > N, ”Un — €2| < (£2)2§ (P7)

Posons N = max (N1, N3). 1l vient, d’apres (P5), (P6) et (P7),

1

Vn > N, - —
Un fg

<e.

4. Pour tout € > 0, il existe un entier n > ng tel que

3 £ 3 e
61—§<Un<£1+§ et £2—§<’Un<£2+§

Ces deux doubles inégalités entrainent que

e e
f1—§<un<vn<€2+§7

et donc f1 < f9 + € pour tout € > 0 et ainsi {1 < {lo. [ |

2.4 Opérations algébriques sur les suites divergentes

Proposition 2.4. 1. Si (up)n tend vers +oo (respectivement vers —oo) et si (vy)n est une suite

minorée (respectivement magjorée), alors (upn, + vy) tend vers +o0o0 (respectivement vers —oo).

2. Si (un)n tend vers +00 (respectivement vers —oo) et si (vn)n est une suite qui converge vers v,
alors (upvp)p tend vers +00 (respectivement vers —oo) si v > 0 et vers —oo (respectivement vers

+00) siv < 0.
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1
3. Si (up)n tend vers +oo (respectivement vers —oo) alors — converge vers 0
Un,

1
4. Si (up)n tend vers 0 et u, >0 (respectivement u, < 0 ) alors — tend vers +00 (respectivement
U,
vers —oo)

Démonstration.

1. Soient (uy), une suite qui tend vers +o00 et (vy,), une suite minorée. Il existe My € R tel que
vp, > My pour tout n € N. De plus, pour tout M € R, il existe N € N tel que

n>N=— u, >M-— M,

Par conséquent
VM eR, N €N, (n> N = u, + v, > M)

2. Soient (uy), une suite qui tend vers 400 et (vy,), qui converge vers v. Il existe N1 € N tel que

n>N1:>O<%<vn<§

Soit A € R | il existe Ny € N tel que
2A
n > No = uy > 7
Pour n > max (N7, N2), nous avons bien

UpUp > A.

3. Etant donnée € > 0, il existe N € N tel que
1
n>N—u, > —
€

Par conséquent

1
n>N——<e¢
Un

La propriété 4 est immédiate. l
Corollaire 3. 1. Sideux suites (up)n et (vy)n tendent vers +o0o (resp. —oo) leurs somme (Up~+vp )n
tend vers +00 (resp. —o0).

2. Si (up)n tend vers +0o (respectivement vers —oo) et si (vy)rn est une suite convergente alors leurs

somme (Up + Up)p tend vers +00 (resp. —o0).
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3 Ciritéres de convergence d’une suite

3.1 Théorémes de comparaison et d’encadrement
Théoréme 3.1. (Théoréme des gendarmes) Soient (Un)n>ng, (Vn)n>ng €t (Wn)n>n, trois suites
réelles. On suppose que

n > ng, up < w, < v, et lim wu,= Ilm wv,=".
n—>-+o0o n—-+o0o

Alors

Iim w, = /.
n—> —+00

Démonstration. Soit € > 0. Il existe N1 > ng et No > ng tels que
Vn>Ny, l—ece<u,<e+l€ et Yn>Noy l—c<v, <e+/.
Posons N = max (N1, Ny). 1l vient
Vn>N, l—c<u, <w, <v, <e+ L.

Ceci montre que lim w, = /. |
n—> 400

Exemple -

s 12 . . . cosn . . .
1. Considérons la suite (uy)nen- définie par u, = ——. Puisque —1 < cosn < 1, on déduit que
n

1 1
- S Unp S -
n n
. . 1 . 1 . .
Maintenant, commeona lim — = Ilim —— =0, en appliquant le principe des gendarmes,
n—-+4+ocon n——4oo n
on déduit que
: cosn
lim =0.

Le théoréme des gendarmes s’étend de la maniére suivante :

Corollaire 4. Soient (up)n>ny €t (Un)n>n, telles que, pour tout n > ng, up < vy,. Alors :

1. S lim wu, =400 alors lim wv, = +o0.

n—-+oo n—>-+o0o
2.8 lim v, =-—0c0 alors lim wu, = —o0.
n—-+oo n—>-+oo
Démonstration.

1. Soit A > 0. Puisque lim wu, = +o00, il existe N > ng tel que pour tout n > N, u, > A. Or

n—>-+4oo
Up > U, on déduit alors que pour tout n > N, v, > A et donc lim v, = 4oc.
n—>-+400
2. Raisonnement similaire & celui de 1. |

Théoréme 3.2. (Obtention de convergence)

Si a partir d’un certain rang |u, — €| < v, et si lim v, =0 alors lim w, =/
n—>-+4oo n—-+o0o
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Démonstration. On suppose qu’il existe N1 € N tel que
Vn > Ny, ’un_agvn

Soit € > 0. Puisque lim v, =0 il existe N2 € N tel que

n—-+4oo

Vn > No, Ju,| <e
et donc v, < e. Pour N = max(Ni, N2), on a
Yn>N, |u,—/{<e

Remarque 3.1. Cette démarche est souvent plus efficace que le théoréme des gendarmes car on n’y
utilise qu’une inégalité au lieu de deux, ce qui est pratique pour la multiplication d’inégalités. Cependant

elle nécessite de lintuition car pour Uinitier il faut avoir deviner quelle est la limite de (uy,).

3.2 Critére de la convergence monotone

En s’appuyant sur la propriété de la borne supérieure, on va démontrer le théoréme des suites

monotones bornées, qui permet de savoir si une suite est convergente sans connaitre sa limite.

Théoréme 3.3. (Théoréme des suites monotones)

1. Toute suite (Up)n>n, croissante majorée (resp. décroissante minorée) est convergente et, en plus,

on a
Sup un 81 (Up)n>n, est croissante,
lim  w, ={ ™="0
n—>+00 nigfo Up, 81 (Un)n>n, est décroissante.

2. Toute suite croissante (respectivement décroissante) non majorée (respectivement non minorée)

tend vers +00 (respectivement —o0).

1. Démonstration. Supposons que la suite (uy)n>n, est croissante majorée et notons £ = sup u,
n>ng

qui existe d’aprés le théoréme de la borne supérieure.

Soit € > 0. D’aprés la caractérisation de la borne supérieure, il existe un entier N > ng tel que
l—e<uy </t

Maintenant, puisque la suite est croissante, il vient

Vn>N,l—c<uy <u, <l</l+e.

Ceci montre que lim u, = /.
n—--+oo
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Pour une suite (up)n>n, décroissante minorée, la suite (—uy)n>n, €st croissante majorée et

sup (—uy) = — inf u, et ce qui précéde permet de conclure.
n>ng n>ng

2. Soit (uy,) une suite croissante et non majorée. Soit A > 0, il existe N > ng tel que uy > A.

Comme la suite est croissante, pour tout n > N, nous avons u, > A. |

Remarque 3.2. Ce théoréeme dit que si une suite est croissante alors soit elle converge, soit elle diverge

vers +00.

3.3 Critére de d’Alembert

On peut maintenant introduire un critére dit de d’Alembert :

Proposition 3.1. (Critére de d’Alembert)

Soit (uyn) une suite réelle tel que

Un+1
Un,

=/

n—-+00o

alors on a
(i) Sit <1, la suite (u,) converge vers 0.
(ii) Si € > 1, la suite (u,) tend vers +oo.

(iii) Si £ =1 on ne peut rien dire.

. . -1 -
Démonstration. Montrons (i). Pour ¢ = — > 0, il exite N > ng tel que

+1

2

Un+1
Un,

Un+1
Un,

Vn>N, (—e<

<fl+e=0<

{4+
On pose p = , alors on aura

[tnta] < plun|

Par récurrence on obtient
tnl < pltnoi] < plplun—sl) < ... < 5" Jun]

Puisque 0 < ¢ < 1 alors 0 < p < 1 et donc p"~V tend vers 0, on en déduit le résultat. La seconde

partie se démontre de la méme fagon. |

3.4 Caractérisation de la borne supérieure et la borne inférieure par les suites

Proposition 3.2. Soit A C R. Alors :

1. o = sup A si et seulement si o est un majorant de A et il existe une suite (an)n>n, telle que,

pour tout n > ng, a, € A et lim a, = a.
n——+00

2. p=inf A si et seulement si 8 est un minorant de A et il existe une suite (an)n>n, telle que, pour

tout n > ng, a, € A et lim a, =p.
n—->—+00
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3. A n’est pas majoré si et seulement si il existe une suite (ap)p>n, telle que, pour tout n > ng,

anp € Aet lim a, = +o0.
n—»-+400

4. A nest pas minoré si et seulement si il existe une suite (an)n>n, telle que, pour tout n > nog,

anp € Aet lim a,=—c.
n—>-+400

Démonstration. Nous allons montrer la premiére assertion, les autres se démontrent d’'une maniére
analogue. Nous allons démontrer une équivalence.
Supposons que « = sup A. D’abord « est un majorant de A par définition. D’aprés la caractérisation

de la borne supérieur, pour tout n € N* il existe un élément a,, € A tel que
a——<ap < a.
n

Le critére de comparaison montre d’une maniére évidente que la suite (a,)nen+ est une suite de points
de A qui converge vers «.
Inversement, supposons que « est un majorant de A et qu’il existe une suite (an)n>n, telle que, pour

tout n > ng, a, € Aet lim a, = a. Pour montrer que o = sup A4, il suffit de montrer le (i7)" de la

n—>- —+00
proposition (1). En effet, soit € > 0. Puisque lim a, = «, il existe N > nyg telle
n—-+00
a—e<any <a—+te.
Puisque ay € A, on peux conclure. |
Exemple -
1. Soit A =] —1,4+00[. On a inf A = —1 car —1 est un minorant de A et la suite (—1+ %)n>1 est

une suite de points de A qui converge vers —1.
La partie A n’est pas majorée car la suite (n), ., est une suite de points de A qui diverge

vers +o0.

2. Soit A =] —00,3[. On a supA = 3 car 3 est un majorant de A et la suite (3 -+

n)n21 est une

suite de points de A qui converge vers 3.
La partie A n’est pas minorée car La suite (—n),., est une suite de points de A qui diverge

vers —o0.

3. La partie A = {\/ﬁ+ %,n € N*} n’est pas majorée car la suite (\/ﬁJr %)nEN* est une suite de

points de A qui diverge vers +oo.

3.5 Caractérisation séquentielle de la densité

Théoréme 3.4. Soit A une partie de R. A est dense dans R si et seulement si pour tout z € R, il

existe une suite (an)y d’éléments de A telle que

z= lim a,
n——+oo

Démonstration.
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— Supposons A dense dans R et € R. Alors pour tout n > 0, il existe a, € A tel

1
r<ap<xT+—
n

Le critére d’encadrement, implique que lir}rl an = , donc on a construit une suite d’élément de
n—-+0o0
A qui converge vers x.

— Inversement, soit z,y € R tel que x < y. Par hypothese, il existe une suite (ay), d’éléments de A

: + - ..
telle que lim a, = Ty Alors, pour € = u, il existe N € N* tel que
n——+oo 2 2
Vn > N, an—x;y‘<y;x<:>:c<an<y

4 Suites particuliéres

4.1 Suites arithmétiques et suites géométriques

Définition 4.1. (Suites arithmétiques)

Une suite (up), est appelée une suite arithmétique s’il existe un nombre r tel que,
VN, Uptl —Up =T

Le nombre r s’appelle la raison de la suite.

Propriété 1. Soit (up)nen une suite arithmétique de raison r, alors
— Pour toutn € N, on a

Uy, = U9 + N7
— D’une maniére générale,
Up = up + (n —p)r

— St >0 la suite tend vers 400, et si r < 0 la suite tend vers —oo.

— (un)nen converge si et seulement si v =0 (c’est une suite stationnaire).

Proposition 4.1. Soit (uy)nen une suite arithmétique de raison v et de premier terme ug, alors la

somme Sy, des n premiers termes de la suite (uy) est donnée par

(n+ 1) (ug + up)

Sy = 5

Démonstration. On a
25, = (up + up) + (U1 + tup—1) + ... + (up + up—p) + ... (un + ug)
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or pour tout p <n
Up + Up—p = ug + pr +ug + (n — p)r = 2ug + nr = ug + up

ainsi
(n 4+ 1) (up + up)
2

Sp =

Définition 4.2. (Suites géométrique)

Une suite (uy), est appelée une suite géométrique s’il existe un nombre q tel que,
Vi, Unpi = qun
Le nombre q s’appelle la raison de la suite. Il est immédiat qu’alors w, = ugq™.

Proposition 4.2. (Nature d’une suite géométrique)
Soit (un)n une suite géométrique de raison q.
- Silq| <1, la suite converge vers 0.
- Siq=1, la suite (un)n converge vers uy (elle est stationnaire).
- Siq=—1, la suite diverge.
- Si g > 1, la suite (uy,) tend vers Uinfini avec le signe de ug.

- Si|q| > 1, la suite (|uy|) tend vers 4+oc.

Démonstration.
~ Sig > 1, on écrit g = 1+a avec a > 0, on en déduit par la formule de bindéme que ¢" = (1+a)" >
1+ na. Or

lim (14+na) =400 = lim ¢" =40
n—-+00 n—-+0oo

Il ne reste plus qu’a multiplier par ug pour conclure.
— Le méme raisonement est valable si |¢| > 1.
1
[
vers 0. |

— Si |g| < 1, alors > 1, donc d’apreés ce qui précéde, —— tend vers +o0, il s’ensuit que ¢" tend

lq"|

Proposition 4.3. Soit (uy)nen une suite géométrique de raison q # 1 et de premier terme g, alors
la somme S,, des n premiers termes de la suite (u,) est donnée par
1— qn+1

Sn:UO 1—(]

comme limite.

u
Si |q| < 1 alors (Sy,) est une suite qui admet i 0

Démonstration. On a S, = up(l+q+...+q")

1— n+1

En multipliant par 1 — ¢, on obtient immédiatement, .S,, = ug 1 q
—q
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4.2 Suites arithmético-géométriques

Définition 4.3. On appelle suite arithmético-géométrique de paramétres q et r, toute suite (up)p
définie par récurrence par :

ug donné, Up41 = QUp + 7

A chaque étape on multiplie le terme précédent par q ( comme pour une suite géométrique ) puis on
ajoute un nombre v ( comme pour une suite arithmétique ) d’ot le nom. Attention ces suites ne sont

ni arithmétiques ni géométriques.

Propriété 2. (Terme général d’une suite arithmético-géométrique)
Si (up)n est suite arithmético-géométrique de paramétres q et r, alors

- Siqg=1, u, = ug + nr, c’est une suite arithmétique.

- Sir=0; u, = ugq", c’est une suite géométrique

- Sig#1,

.
1—gq

up =¢"(up—a)+a avec a=

Proposition 4.4. (Convergence d’une suite arithmético-géométrique)
Si (up)n est suite arithmético-géométrique de paramétres q et r, alors
1. Si|q| < 1, la suite converge vers a.
2. Si|q| > 1, la suite diverge sauf pour ug = a (suite stationnaire u, = ug, Vn).

3. Si g = —1 la suite diverge sauf pour ug = a.

4.3 Suites récurrentes

Définition 4.4. On dit qu’une suite (uy )y est une suite récurrente si il existe une fonction f : R — R
telle que

Unt1 = f(un); up donné (%)

Pour trouver la limite d’une suite récurrente, on peut citer ici deux méthodes :

— lére méthode : On essaie de se ramener a une suite non-récurrente en exprimant le terme
général comme une fonction de n.

— 2éme méthode : On démontre d’abord que la limite ¢ existe puis on passe a la limite dans (x)

ce qui nous ramene & résoudre I’équation

t=f(0)
Donnons un exemple qui illustre ces deux méthodes :
. . e . 2uy,
Exemple 1. Soit une suite (up)n>1 définie par récurrence : up =2, Upt1 = T
> o
lére méthode : On calcule
4 8 16
U ==, U3= =, U= —,
Ty BT s



On remarque que les premiers termes de la suite vérifient

on
2n—1

Up =

On démontre, par récurrence, que cette formule est vrai pour tout n. Puis on calcule la limite

. n . 2" 1 . 1
lim = lim ——— = lim ——
n——+oo 2" — 1 n—s+oo 2" 1 — 2" n—+oo 1 — 271

or lim 27" =0donc lim u,=1
n—>-—+o0o n—>-+o0o

2éme méthode : On montre d’abord, par récurrence, que la suite est minorée par 1 et décroissante

alors elle converge vers une limite £ qui est solution de [’équation :

20

=1

—/(l-1)=0

Cette équation a 2 solutions 0 et 1. Puisque que u, > 1 pour tout n alors la limite est donc £ = 1.

Exemple 2. On considére la suite (up)nen définie par uy = 1 et pour tout n > 2,
1
Upt1 = Z(un +4).
Nous allons montrer par récurrence que, pour tout n € N,
0<u, <2.

1. Cette relation est clairement vérifiée pour n =1 :0<u; =1 < 2.

2. Supposons qu’elle est vraie pour n. On a
1 1
0<:un+1::Z(un%*4)<11(24—4)<22

Montrons maintenant, par récurrence, que (un)nen est croissante.

5

1. OTLGU1=1<UQ=Z.

2. Supposons un < Up4+1. Alors

1 1 1
Upto — Unt1 = —(Upy1 +4) — = (up +4) = = (ups1 — uyp) > 0.
4 4 4

La suite (up)nen est donc croissante et bornée. Etant croissante et magjorée, d’aprés le théoréeme 3.3,

(un)nen est convergente vers une limite £. De la relation
1
Upt1 = Z(u” +4),
on déduit en passant a la limite que £ = %(ﬁ +4) et on trouve que £ = %.
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4.4 Suites adjacentes

Définition 4.5. Deuz suites réelles (un)n>no €t (Vn)n>n, Sont dites adjacentes si :
1. la suite (up)p>n, €st croissante,
2. la suite (vy)n>n, est décroissante,

3. lim (v, —uy) =0.
n—>-+400

Remarque 4.1. On alors pour tout n > ng, Uy < Up.

Théoréme 4.1. Deuz suites adjacentes sont convergentes et convergent vers la méme limite £ de plus

on a¥n > ng, U, </fl<u,.

Démonstration. Soient (up)n>n, €t (Vn)n>n, deux suites adjacentes. On a
Vn > ng, tn, < Up < Up < Upg.

De cette inégalité, on déduit que la suite (up)n>n, €St majorée par vy, et, puisque elle est croissante,
elle converge vers un réel /1. De méme, la suite (vy,)n>n, st minorée par u,, et, puisque elle est dé-

croissante, elle converge vers un réel £s. De la relation lini (vp, — up) = 0 on déduit que ¢ = {>. A
n—-—+0oo

. P +
Exemple - Soient (u,) et (v,) définies par : 0 < ug < vg et Vn € N, v, 1 = % JUnt1l = /UnUp-

Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes, on note par M (up,vy) leurs limite commune appelée
moyenne arithmico-géométrique de v et vyp. Pour établir la derniére assertion il suffit de montrer

que
Uy, — Un

n
Up41 — Upt1 < 9

4.5 Suites de Cauchy

Définition 4.6. Une suite (Un)n>n, est une suite de Cauchy si Ve > 0, il existe No € N* tel que pour chaque
p,q>N. ona

lup —uq| < e
ou de maniére équivalente
Ve > 0,3IN. e N*;Vp € N tel que Y/n > N on a  |upin — un| <€
Théoréme 4.2. On a les implications suivantes
(un) converge=> (u,) de Cauchy—> (u,,) est bornée

Démonstration. On va montrer la premiére implication, la deuxiéme est laissé en exercice.

Soit (u,,) — {. Alors pour tout € > 0, il existe N = N,/ avec |u, — | < /2 si p > N. Ceci implique
tp — 1g] =ty — L+ (£ — )| < iy — £+ | —ug] </2+2/2=¢
dés que p ,g > N. |
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5  Suites extraites et le théoréme de BOLZANO-WIERSTRASS

5.1 Suites extraites
Définition 5.1. On dit qu’une suite (v, ), est une suite extraite ou une sous suite d’une suite (uy,), $’il existe
une application ¢ : N — N strictement croissante telle que Yn € N,
Un = Ugp(n)
Si la suite (uy(n)) converge vers £, on dit que £ est la valeur d’adhérence.

Lemme 5.1. Soit ¢ : N — N strictement croissante. Alors
VneN, ¢n)>n

Démonstration. Par récurrence :

Si n =0 alors comme ¢ est a valeurs dans N, on a bien ¢(0) > 0.

Soit n € N. On suppose que ¢(n) > n. Montrons que p(n+ 1) > n+ 1. Comme ¢ est strictement
croissante, on a nécessairement ¢(n+1) > ¢(n) > n. Par conséquent ¢(n+1) > n+ 1. (Si pour deux
entiers z, y, on a >y alors x > y+ 1).

La propriété est alors prouvée par application du principe de récurrence. |

Proposition 5.1. Toute suite extraite d’une suite (u,) convergeant vers une limite { est une suite convergeant

vers £.

Démonstration. Soit ¢ : N — N une application strictement croissante. On suppose que u,, — {.
Montrons que u,,,) — £. Soit ¢ > 0. Puisque u,, — ¢, il existe N € N tel que Vn > N, |u, —{| <.
Soit n > N. D’aprés le lemme précédent, p(n) >n > N et donc |u,,) — | <e. [ |

Remarque 5.1. — La réciproque de cette proposition n’est pas toujours vraie.
— Cette proposition est souvent utilisé pour montrer qu’une suite n’est pas convergente : En pratique, on

extrait une sous suite qui diverge, ou bien deux sous suites ayant deux limites distinctes.

Exemple - Soit u, = (—1)", les deux sous-suites v, = us, et w, = us,11 sont convergentes de limites

respectives 1 et -1, la suite (u,) n’est donc pas convergente.

5.2 Segments emboités et théoréme de BOLZANO-WIERSTRASS

Etant donné deux nombres réels a et b, on désigne par [q, ] I’ensemble de R
(0.t ={z €R, a <z <b}

P’ensemble [a,b] est dit segment d’extrémités a et b. Par définition la longeur de segment [a, b] est

le réel b — a.

Corollaire 5. Soit (I,,)nen une suite de segments, I, = [ay, b,] tels que
— Ils sont emboités : Vne N I, CI,
- Leur longueur tend vers 0 : (b, —a,) — 0

n—-+oo
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Alors il existe un réel £ € R tel que ﬂ I, ={¢}
neN

Démonstration. Soit n € N. Puisque [ap+1,bn+1] C [an,bpn], on a ap, < aptq et by < b, ce qui montre
que la suite (a,) est croissante et la suite (b,) décroissante. La deuxiéme hypothése montre que
ces suites sont adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite ¢/ € R. Montrons par double
inclusion que ﬂ I, = {¢}

neN
D Montrons que ¢ appartient a I’intersection des intervalles I,,. Puisque les suites (a,) et (b,)

sont adjacentes et convergent vers ¢, on sait que Vn € N, a, </ <b, et donc Vn e N/l € [, ce

qui montre que ¢ € ﬂ I,.
neN
C Soit z € ﬂ I,,. Montrons que x = /. Par définition on a, Vn € N, z € I, d’ou
neN

YneN, a,<x<b,

Par passage a la limite dans les inégalités, on en tire que / < x </ d’ou { = z.1

Théoréme 5.1. (Théoréeme de BOLZANO-WIERSTRASS)

De toute suite réelle bornée, on peut extraire une suite convergente.

Démonstration. Considérons une suite (u,) bornée. Il existe ag, by € R tels que Vn € N, ag < u,, < b.
Dans la suite, on dira q’une partie A de R ne contient qu’un nombre fini de termes de la suite
(un) 8’1l existe N € N tel que : Vp > N; u, ¢ A. Dans le cas contraire, on dira que A contient un
nombre infini de termes de la suite.

Le principe de la démonstration est de construire par récurrence une suite de segments emboités
[any bn] C [anfla bnfl] . C [a07 bO]

tels que [a,,b,] contienne un nombre infini de termes de la suite (u,). On construira alors une
sous-suite convergente en prenant un terme de (u,) dans chacun des segments.

— lao, bo] contient tous les termes de (u,).

b
— Posons ¢y = (a0 +bo) le milieu de [ag,b] et ¢(0) = 0 = min{k € N,uy € [ag,bp]}. Pour I'un au
moins des segments [ag, ¢y] ou [co, bo], il y a une infinité d’entiers n tels que u, soit dans 'un

des segments. Autrement dit, ’'un de ces deux ensembles suivant est infini
Gy = {k‘ > (,0(0),’U,k € [ao,CO}}, Dy = {/{? > (p(O)/U,k S [Co,bo}}

— Si Gy est infini, on pose a1 = ag, b1 = ¢y et ¢(1) = min Gy. Sinon, on pose a; = ¢y, by = by et
(1) = min Dy.
(a1 +b1)

5 . L’un des deux ensemble suivants est infini

— On recommence en posant ¢; =
G1={k>p),ur € la1,c1]}, D1 ={k>¢(1),ux € [c1,b1]}.

— Si Gy est infini, on pose a3 = a1, by = ¢; et ¢(2) = minG;. Sinon, on pose ay = ¢1, be = by et
©(2) =minD;. On a

bo—ao
4

QO(O) < (p(l) < 4,9(2), ag < ap <as < bg < b1 < bo et b2 — as =

40



— Supposons que 'on a construit une suite : ag < a1 < ... <a, <...<b, <...<b; <by et une
application ¢ : n € N — ¢(n) € N strictement croissante :0(0) < (1) < ... < p(n) tel que
bo — Qg
an < Uep(n) <b, et b,—a,= on
apn + by , . . .
On pose ¢, = 5 alors I'un des deux ensembles suivant est infini :

G, =1k > pn),ur € [an,cn]}, Dn={k> on),ur € [cn,bn]}.

— Si c’est G,, on pose ani1 = Gny bpt1 = ¢, €t p(n + 1) = minG,,. Sinon, on pose a,11 = Cp,
bpt1 = by et p(n+1) = min D,,.

On a
bo—ao

[an+1, bn+1] C [GT“ bn] ... C [0/0, bo] et bn+]_ — Qp+4+1 = W
Les suites (a,) et (b,) sont adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite ¢ € R. Puisque

an < Ugp(n) < bn, d’aprés le théoréme des gendarmes, la suite extraite (u,(,)) converge vers (.l

5.3 Application : Complétude de R

Théoréme 5.2. Une suite de nombres réels converge vers une limite finie £ si et seulement si elle est de Cauchy.
On dit que R est complet.

Démonstration. L’implication est une suite convergente est déja démontrée. Il nous reste 4 mon-
trer qu'une suite de Cauchy converge. Soit (u,) une suite de Cauchy.

La suite (u,) est bornée et donc par le théoréme de Bolzano-Wierstrass, elle admet une sous suite
convergente (uw(n)). On va montrer que (u,) converge vers la méme limite que cette sous-suite.

Comme (uy) est de Cauchy, on a
Ve > 0,3N;(e) € N*, ((p,q)® € N?,p,q > Ny = |up, — uy| < )

De plus, on a :
— VA > 0;3N2(A) tel que Vn > Ny(A) = ¢(n) > A
— Ve >0,3N3(e) tel que Vm > N3(e) = [upm) — £ <e¢

Soit alors ¢ > 0, posons N(g) = Nl(%). Soit m un entier tel m > InaX(N3(g),N2(N1(§)), alors on

aura :
e €
Vn > N(E), \un 7€| < |un fuw(m)| =+ |u¢(m) *f| < 5 —+ 5 =€
Ce qui montre que la suite (u,) converge vers (. |
1
Exemple - La suite définie par u, =1+ T + o1 +...4 — est convergente. En effet, montrons qu’elle

est de Cauchy. On a

1 1
Upgp —Up = ———— + ...+ ————
P (n+1)! (n+p)!

or (n+p)! >2""P~1 donc

Ogun+p—un§2—n



d’otl

1 1
0= ttnyp —un < 5omg (1= 57)
1
Puisque, pour tout p e N, lim ——(1 — —) =0, alors la suite (u,) est de Cauchy.

20

n——4oo 2n—1
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